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UNIVERSIDAD DE CASTILLA-LA MANCHA

SEPTIEMBRE — 2012

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno debera contestar a una de las dos gximmopuestas A o B. Los ejer-
cicios deben redactarse con claridad, detalladamerdzonando las respuestas. Puede:
utilizar cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

1°) a)) Enuncia el teorema de Bolzano y el teoréenRolle.

b ) Demuestra, usando el teorema de Bolzano, giséerxal menos tres raices reales
distintas de la ecuacioxt -5x+3=0.

c ) Demuestra, usando el teorema de Rolle, quedacén anterior no puede tener mas
de tres raices reales distintas.

a)
El teorema de Rolle se puede enunciar del modaesitpi

Si f(x) es una funcion continua en el intervaipj] y derivable end, b) y si se
cumple que ) = f(b), existe al menos un puntal(a, b) tal que f(x) = 0.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [r, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entoncesesalsinenos un valacO(a, b) tal que

f(c)=0".

b)
Se considera la funciom(x) = x° -5x+3, que es continua y derivable en su domi-
nio, que es el conjunto de los numeros reales.

Para demostrar lo pedido, basta con encontrarccualores reales de x para los
cuales los valores de la funcidifx) = x* -5x+3 son, alternativamente, positivos y nega-

tivos, segun el teorema de Bolzano.



Por ejemplo:
f(-2)=-32+10+3=-19<0. f(0)=3>0.
f(1)=1-5+3=-1<0. f(2)=32-10+3=25>0.

La ecuacionx® -5x+3=0 tiene tres soluciones reales que pertenecen,atespe
mente, a los siguientes intervale<x, <0, 0<x, <1, 1<x, <2.

c)
Siendof'(x)=5x* -5, cuyas soluciones reales son las siguientes:

5x*-5=0:; x*-1=0. Esta ecuacidon solamente admite las solucionéssrga= -1
y X =1.

Por ser f(x) continua, solamente puede tener unimmay un minimo, con lo
cual, sus puntos de corte con el eje X solamergdguser tres.

Siendo los puntos de corte p, qy r, tal que p,<kk q<1lyr>1, segun el teo-
rema de Rolle, en los intervalos (p, -1), (-1, L yr) solamente es posible una raiz real
en cada uno de ellos, lo cual demuestra que lacgécudada no puede tener mas de tres
raices reales distintas.
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2°) Calcula las siguientes integrales: [ serf x - cosx - dx. =] ©

-dx.
Jx

senx=t

I, = [serf x-cosx - dx =
cosx - dx=dt

3
} = I1=j't2 -dt:%+C:%sen*x+C.

Jx =t
|, = e d L dx=dt |, =2[e .dt=2e' +C=2e"* +C
Z_I&.ij—&.x_ 32—"-3'—8 =Z€e .
1
— . dx=2dt
Jx

Otra forma de resolver esta integral es la sigaient

Jx _

e =t
| = e d L% dx=dt! = 1, =2[dt=2t+C =26 +C
Z_I&.X: 2—&'6 - OX= :>2—J- = =cZe .

Ve

e

-dx=2dt
N
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a b
3°) Sabiendo quel e
g h

Cc
f |=5, calcula el valor de los siguiente determinantes:
i

b b+a 2c atd+g b+e+th c+f+i
e e+d 2f|; | d+g e+h f +i |, indicando las propiedades que usas
h h+g 2i g h i

en cada caso para justificar la respuesta.

Se van a utilizar las siguientes propiedades:
.- Si un determinante tiene dos filas iguales @proionales, su valor es cero.

.- Si todos los elementos de una fila o columndeszomponen en dos 0 Mmas su-
mandos, entonces el determinante es igual a la derf@s determinantes que tienen
en esa fila o columna el primero y segundo sumamndspectivamente, y en las de-
mas los mismos elementos que el determinante linicia

.- Si los elementos de una linea (fila o colummainsiltiplican o dividen por un nu-
mero, el valor del determinante queda multiplicadbvidido por dicho namero.

b b+a 2c b b 2 b a 2c b a 2 b a c
e e+d 2f|=|le e 2f|+|le d 2f|=0+le d 2f|=2-le d f =-2-5=-10.
h h+g 2i h h 2 h g 2 h g 2 h g i

atd+g b+et+h c+f+i| |a+td+g b+e+h c+f+i
d+g e+h f+i |=|0+d+g O+e+h O+ f+i|=
g h [ 0+0+g 0+0+h O+O0+i

a b cl |[d e f| |g hii 111

=|0 0 O|+|d e f|+|g h i|=0+0+ghi-|1 1 1/=ghi-0=0.
0 00 |00 0 [ghi 111
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4°) Dado el planogi=x+y+2z=7 y el punto P(1, 0, 0):
a ) Calcula el punto Q deque hace minima la distancia a P.

b ) Calcula el punto simétrico P’ de P respectgptheton.

a)
El punto Q pedido es la interseccidon de la rectgerpendicular & y que pasa
por P, y el plana.

El vector director de r es cualquiera que sealmente dependiente del vector
normal del planar, que esn=v, =(1, 1, 2).

x=1+A
La expresion de r por unas ecuaciones paramégsias, y =
z=24
x=1+A
rsiy=41
o) = [@+A)+A+41-7=0;;64=6;; A1=1= Q(2 1 2).

T=EX+y+2z-7=0

b)
Para que P’ sea el punto simétrico de Rregpecto az, tiene que cumplirse que:

P(1, 0, 0) FO=0F  0_P=P-0 :

77 (212)-(100)=(x v, 2)-(212);;

Q2 1,2) (11 2)=(x-2 y-1 2-2) =
x-2=1 - x=3

P'(x,y, ) = {y-1=1- y=2 = P(32 4).

r z2-2=2 - z2=4
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PROPUESTA B

ax’ +b
2x+6

1°) Dada la funcionf (x) = , calcula los parametresy b ¢ R sabiendo que:

-- f(x) tiene una asintota oblicua de pendiente 2

-- f(x) tiene un minimo relativo en el punto deseisa x = 0.

, . . lim
Las asintotas oblicuas son de la forydam»+n, siendom= M:
X -0 X
ax’+b
lim lim 2

m=2= 2X+6 a’; *b 5 aza.

X — 00 X X - 00 2X° +6X D

2
La funcién resultaf (x)=2X*P.
2x+6

Por tener un minimo relativo para x = 0 tiene quelarse su derivada para este
valor:

f'(x)= 8X '(2X+6)—(4x2 +b) 2 _ 16x* +16x—-8x* —2b _ 8x% +16x—-2b
(2x+6f (2x+6) (2x+6)
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2°) Calcula el area encerrada entra las graficdasdfuncionesf(x)=x®-3x?+2x+1 y
g(x)=1.

Los puntos de corte de las funcionig)=x*-3x?+2x+1 y g(x)=1 son las solu-
ciones de la ecuacion que resulta de su igualagiéirex® +2x+1=1;; x*-3x*+2x=0.

_3+vy9-8 _3%1

x(x2—3x+2):O = % =0;; x¥*=3x+2=0;; X > 5

=X, =1;; X, =2.

Siendox0(0, 1), por ejemplo x = %, es:

3 2
f(i):(lj _3.(1j +2.1+1::_L_§+1+1:1—§+2:1_6+16=£>1_
2 2 8 4 8 4 8 8

Siendo f(x) y g(x) funciones continuas y de domiRj, de lo anterior se deduce lo
x(0,1) = f(x)>g(x)

xO(L 2) = f(x)<g(x)’ con lo que la superficie pedida es:

siguiente:{
5= {11~ 0] - cer [[a- 1(x)] - =

0

=J1-(x3—3x2+2x+1—1)dx+J%[1—(x3—3x2+2x+1)]dx:J1.(x3—3x2+2x)dx+f(—x3+3x2—2x)dx:
0 1 0 1
I xt 3X3+2X2 bl x 3x3+2x2 2_ X ., tox s o l_
IR R R e R T
0 1 2

[ oeee)s

—(4—8+4)=%u2 =S.

NG
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X+y+2z=0
39) a ) Discute el sistema de ecuaci 3z=a enfunciéon der ¢ R.
2x+ay—-z=a

b ) Resuélvelo para el valar= 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
11 2 11 20
M=la 0 -3| yM'=la 0 -3 a|.
2 a -1 2 a -la
El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:
11 2
—-2+4/
IM|=|la 0 -3|=20?-6+3a+a=2a’+4a-6=0;; a2+2a—3:O;;a:¥:
2 a -1
=_2J£2\/E:_2;4=—112:> a,=-3;,a,=1

az -3 L , .
Para { 41 }: RangoM = RangoM '=3=n° incog. = Compatibledeterminado
a

1 1 2 0 1 1 0
Paraa=-3 = M'=|-3 0 -3-3|=/{C,C,C}=|-3 0 -3|=
2 -3 -1-3 2 -3 -3

=-6-9-9=-24#0 = RangoM'=3.

Para a=-3= RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatilbe

11 20
Paraa=lesM'=|1 0 -3 1|= {F,+F,=F} = RangoM'=2.
21 -11

Para a=1= RangoM = RangoM '=2<n° inc6g = Compatibleindeterminado




b)

X+y+2z=0
Parao = 1 el sistema esx-3z=1 , que es compatible indeterminado.
2x+y-z=1

Despreciando, por ejemplo, la primera ecuacioargmetrizando z %:

=1+34
222224 | Y14 0-2x=144-2-61 ;: y=-1-5].
2x+y =1+ A —
x=1+31
Solucion < y=-1-54;, OAOR
z=A
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X=2A
4°) Dado el punto P(1, 0, 0) y larectay=3+4, conik ¢ R:
z=-1

a ) Da unas ecuaciones paramétricas de la recta pasa por P y corta perpendicular-
mente ar.

b ) Calcula la distancia de P ar.

a)
Un vector director de la rectavy =(2 1, 0).

El haz de planos paralel@sperpendiculares a la recta r viene dado por la-ecu
cion generalg=2x+y+D =0.

De los infinitos planos que constituyen el iBazl planoa que contiene al punto
P(1, 0, 0) es el que satisface su ecuacion:

L=2x+y+D=0
P(lOO) = 2+0+D=0= D=-2= ag=2x+y-2=0.

La interseccion de la recta r con el plandeterminan el punto Q, que es la solu-
cion del sistema que forman:

X=2A
rs{y=3+A,
y = 2-(2/1)+(3+/1)—2=o;;5/1+1=o;;/1=—5:>Q(—3,E, —1J
z=-1 5 5 5 )
a=2x+y-2=0

Los puntos P y Q determinan un vector que eslhmaae dependiente del vector
director de la recta s pedida:

Un vector director de la recta s puede ser, mmngio, v, =(7, -14, 5).

La expresion de la recta r expresada por unas iecgacparamétricas es la si-
guiente:
X=1+7A
s=y=-144
Zz=51



b)
‘APD ‘

V

r

La distancia de la recta r al punto P&®, r)= , siendo A(0, 3, -1) un

punto de r yv, =(2, 1, 0) un vector director de la rectarr.

AP=P-A=(1,0,0)-(0,3 -1)=(1, -3 1).

[ T ¢
1 =31
a(p.r)= APOv, _J2 10 |2J+k+6k i| |—|+21+7k| (-1 )+22+72_
| v, V22 +12+0° V4+1+0 V5 J5

_V1+4+49 54 _ J2-3 _3/6 3\/_0
J5 5 V5 5 5

unidades

d(P,r):

De otra forma:

La distancia del punto P a la recta r asikana que la distancia entre los puntos P

y Q, 0 sea, es el modulo del vectap= ( % 1—54 - j

2 2 3/
d(P, s :‘P—Q‘:\/(—éj +(EJ +(-1p = (29,196, 25 _270_ Sounidades

c A bt

25 25 25 5
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